Fiche d’exercices
Dérivation, convexité et continuité

Terminale Spécialité

Partie A — Exercices
Exercice 1 — Continuité et dérivabilité en un point
On considere la fonction
2 -1 .
fa)={ =1 six# 1,
2 six=1.

1. Simplifier I'expression de f(z) pour x # 1.

2. Etudier la limite de f(x) lorsque x — 1.

3. La fonction f est-elle continue en 17

4. Calculer, si elle existe, la dérivée f'(1) a I'aide de la définition

o £ R) = F()

h—0 h

f1(1) =
5. Donner I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1 si elle existe.

Exercice 2 — Etude de fonctions, variations et extremums

On considére la fonction
f(x) = (2® =3z + 1)e”

définie sur R.
1. Justifier que f est dérivable sur R et calculer f'(x).
2. Mettre f'(x) sous la forme f/(x) = (2x — 3 + 2% — 3z + 1)e® puis factoriser au maximum.
3. Etudier le signe de f(z).
4. En déduire les variations de f sur R et dresser le tableau de variations.
5

. Déterminer les extremums éventuels de f (valeurs et abscisses).

Exercice 3 — Convexité et dérivée seconde

On considere la fonction définie sur R par
f(z) =In(2* +1) — 2*.
1. Justifier que f est dérivable, puis calculer f'(z).

2. Montrer que
2x

== _ 2.
2 +1 .

f'(x)
Etudier le signe de f’(x) sur R et en déduire les variations de f.
3. Calculer la dérivée seconde f”(x).
4. Etudier le signe de f”(z) et en déduire les intervalles de convexité / concavité de f.

5. Déterminer s’il existe un point d’inflexion et, le cas échéant, en donner les coordonnées.

Exercice 4 — Convexité et inégalités

On counsideére la fonction g définie sur (0, +00) par

2

g(x)=z+In(l+x)— %



1. Déterminer ¢'(z) puis g”(z).

2. Etudier le signe de ¢”(z) et en déduire la convexité ou concavité de g sur (0, +00).

3. Montrer que g(0) = 0 (par prolongement par continuité) et que ¢’(0) = 2.

4. En étudiant les variations de g, déterminer Uintervalle sur lequel on a g(z) > 0.

5. En déduire pour quels z > 0 'inégalité

2
In(1+2x) > % —x
est vérifiée.

Exercice 5 — Inégalité classique avec la convexité de ’exponentielle

On considere la fonction h(z) = e* — 1 — x définie sur R.

1. Calculer A/(x) puis h'’(z).
2. Etudier le signe de h”(x) et en déduire la convexité de h.
3. Calculer h(0) et h'(0).
4. En utilisant la convexité de h et le fait que la tangente en 0 a pour équation y = 0, montrer que pour tout
z € R,
e’ >1+ax.
Exercice 6 — Sujet type bac, continuité, variations et équation

On considere la fonction f définie sur R par
flz) =23z +1.
1. Justifier que f est dérivable sur R et calculer f'(z).

2. Etudier le signe de f’(x) et dresser le tableau de variations de f.

3. Discuter le nombre de solutions de I’équation f(z) = 0 dans [0,2]. On notera « la solution appartenant a
[0, 1].

4. A Daide du tableau de variations, donner un encadrement de o d’amplitude 107,

5. Calculer f”(z). La courbe de f posséde-t-elle des points d’inflexion ? Justifier.

Exercice 7 — Etude compléte d’une fonction avec exponentielle

On considere la fonction f définie sur [0, +oo[ par
f(z) = x%e™".
1. Justifier que f est continue et dérivable sur [0, 4+o00[ et calculer f/(z).

2. Montrer que, pour tout x > 0,
() =e"2(2 — ).

3. Etudier le signe de f’(z) et en déduire le tableau de variations de f sur [0, 4+-00[.
4. Déterminer les extremums de f sur [0, +oo[ (abscisses et valeurs).

5. Calculer f”(z), montrer que
f(x) = e " (2? — 4z + 2),

puis étudier le signe de f”(x) et en déduire les intervalles de convexité / concavité de f ainsi que les
éventuels points d’inflexion.
Exercice 8 — Continuité de fonctions définies par morceaux
1. Soit f la fonction définie sur R par :

fx) =

22—-1 siz <0,
r—1 siz>0.

La fonction f est-elle continue sur R 7 Est-elle dérivable sur R 7



2. Soit f la fonction définie sur R par :

si @ # 2,
3 siz=2.

Etudier la continuité de f sur R.

3. Quelle valeur de a faut-il choisir pour que la fonction définie par :

vVi+r—1

six € [—1,0] U]0,4o0],

flz) = x
a six =0,
soit continue en 07
Exercice 9 — Type bac : exponentielle et points d’inflexion
Exercice 2 (7 points) Théme : fonctions, fonction exponentielle

Partie A

Soit p la fonction définie sur I'intervalle [—3 ; 4] par :

p(r) = 2% — 32% + 52 + 1.

1. Déterminer les variations de la fonction p sur Uintervalle [—3 ; 4].
2. Justifier que I’équation p(x) = 0 admet dans l'intervalle [—3 ; 4] une unique solution qui sera notée a.
3. Déterminer une valeur approchée du réel a au dixieme pres.
4. Donner le tableau de signes de la fonction p sur Uintervalle [-3 ; 4].
Partie B

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [—3 ; 4] par :

e(E

T 142

/(@)

On note Cy sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

1. (a) Déterminer la dérivée de la fonction f sur lintervalle [—3 ; 4].
(b) Justifier que la courbe Cy admet une tangente horizontale au point d’abscisse 1.

2. Les concepteurs d’un toboggan utilisent la courbe C; comme profil d'un toboggan. Ils estiment que le
toboggan assure de bonnes sensations si le profil possede au moins deux points d’inflexion.

(a) D’apres le graphique ci-dessus, le toboggan semble-t-il assurer de bonnes sensations ? Argumenter.

(b) On admet que la fonction f”, dérivée seconde de la fonction f, a pour expression pour tout réel x de
lintervalle [—3 ; 4] :
f//(CL') _ p(m)(m — 1) e’
(1422)°

ou p est la fonction définie dans la partie A.

En utilisant cette expression de f”, répondre a la question : « le toboggan assure-t-il de bonnes
sensations ? ». Justifier.



Partie B — Corrigés (détaillés)
Exercice 1

Correction.

Pour z #1 :

21 -1 1
T _ (@ )(x+>:$+1.
r—1 x—1

Donc pour = # 1, f(z) =z + 1.
Limite en 1 :
lim f(z) = lim(z + 1) = 2.
z—1 z—1
Continuité en 1 : on a f(1) = 2 par définition, et la limite en 1 vaut 2, donc f est continue en 1.
Dérivabilité en 1 :
iy e AR — 1) . (I+R)+1-2 . h
L

Tangente en 1 : coefficient directeur f/(1) = 1, point A(1,2). Equation :
y=fW-D+f)=1z-1)+2=a+1
La tangente est confondue avec la droite y = x + 1, ce qui est logique puisque pour = # 1, f(z) =z + 1.

Exercice 2

Correction.

f est produit d’un polynéme et de e*, donc dérivable sur R. On pose u(x) = 22 — 3x + 1. Alors f(x) = u(z)e®.

f(@) = (z)e” +u(z)e” = (2 — 3)e” + (2° — 3z + 1)e” = e*(2° —x — 2).

On factorise :
-z —-2=(z—-2)(z+1),

donc
f(z)=e"(x—2)(x+1).

Comme e” > 0 pour tout z, le signe de f'(x) est celui de (z — 2)(z + 1).

Tableau de signe :

T —oo —1 2| +4o0
z+1| — 0 +| +
r—2| — - 0| +
fllx)| + 0 —|0+

Donc :

— f croissante sur (—oo, —1],

— décroissante sur [—1, 2],

— croissante sur [2,+00).
On calcule :

fD) =((-1)*+3+ et =5e"t,  f(2)=(4—-6+1)e* = €2

Ainsi :

— f admet un maximum local en —1: f(—1) =5/,

— un minimum local en 2 : f(2) = —¢2.

Exercice 3

Correction.

On a
f(z) =In(z* + 1) — 22



Pour tout = € R, 22 +1 > 0, donc In(2? + 1) est définie et dérivable. La différence de deux fonctions dérivables
est dérivable : f est dérivable sur R.

1) Dérivée.

2x
!
= —— —2zx.

2) Signe de f'(z) et variations.
On met au méme dénominateur :

flz) = 22:17 9p e 2z — 2z(2? + 1) _ 2z — 22° — 2z _ —223 '

2 +1 72 +1 2 +1 2 +1
Le dénominateur est toujours > 0 et —2z3 a le signe opposé & celui de x3.
Ainsi :
f'(x)>0siz <0, f'(x) <0siz >0, 1(0) =o0.

Donc f est

— croissante sur (—o0, 0],
— décroissante sur [0, +00),
et admet un maximum en x = 0 de valeur

3) Dérivée seconde.
On dérive encore :

En utilisant la dérivée d’un quotient :

( 2z )’_2(x2+1)—(2x)-2x_2x2+2—4x2 2 — 222

2 +1 (22 +1)2 (@212 (@24 1)2
Donc ) ) ) )
() = 2-2°  , 2-2 —2(z*+1)
(7 + 12 @+ 17
Apres simplification, on obtient une forme plus simple :
f//(x) — —2$2($2 + 3)
(o7 +1)2

4) Signe de f"(z) et convexité.
Le dénominateur (z? + 1)? est toujours > 0. Le numérateur —2z%(22 4 3) est < 0 pour tout =, car 2% > 0 et
2
¢ +3>0.
Ainsi :
f"(x) <0 pour tout z, f"(x)=0 < x=0.
Donc la fonction f est concave sur toute R.

5) Point d’inflexion.

Un point d’inflexion nécessite un changement de signe de f”. Or f”(z) < 0 pour tout z, il n’y a pas de
changement de signe (méme si f”(0) = 0).

Conclusion : il n’y a pas de point d’inflexion pour la fonction f.

Exercice 4

Correction.

On considére

1) Dérivées.



1 1
! = 1 _— " - — s/ — 1.
g (z) tirs T 9" (z) 152
2) Concavité.
Pour tout x > 0,
1
"r)=—— o —1<0.

Donc g est concave sur (0, +00).
3) Valeurs en 0.
On prolonge g par continuité en 0 :
9(0)=0+1In(1) —0=0.
Et

1
/0 :1 770:2.
g0 =1+175

4) Etude des variations et signe de g.
On résout ¢'(x) =0 :

1+

T —2x=0 <= (Q+4+2)+1-2(1+2)=0 <+—= 2*-22-1=0.
T

Les solutions sont z = 1 + /2. Sur (0, +00), le seul point critique est
1 =1+V2~241.
Comme ¢"(z) < 0, g a un maximum en z;. On a :

9(0)=0,  glz1)>0,  lim g(z) = —o0
(car le terme —z2/2 domine).
Donc il existe un unique réel o > 0 tel que g(«) = 0 avec a > x1. On trouve numériquement o = 2,93.
Ainsi :
g(z) > 0 pour 0 <z < q, g(x) < 0 pour z > a.

5) Inégalité sur In(1 + x).
On a, pour tout x > 0,
>0 < In(l+4+2z)>

9(x) =z +In(1+2z) — -z,

M‘&M

e
2

mais cette inégalité n’est vraie que pour
0<zr<a~293.

Conclusion :

2
ln(l—i—x)z%—x pour 0 <z < a = 2,93.

Exercice 5
Correction.

h(r)=€e"—1—ux.

1) Dérivées.

B (z)=e* -1, B (x) = e”.

2) Convexité.
Pour tout z € R, h’’(z) = ¢* > 0, donc h est convexe sur R.
3) Valeurs en 0.
h(0)=¢e"—1-0=0, R'(0) =’ —1=0.

4) Inégalité.



Pour une fonction convexe, le graphe est au-dessus de toutes ses tangentes. La tangente en 0 a pour équation :
y = h(0) + K (0)z = 0.

Ainsi, pour tout = € R,
hMz) >0 <= €e"—-1—-2>20 <= e*>1+uz.

On obtient 'inégalité classique

‘emzl—i—x pour tout xz € R.

Exercice 6
Correction.

f(z) =23 -3z + 1.
Polynoéme, donc dérivable sur R.
1) Dérivée.
fl(@)=32>-3=3(*—-1)=3(x—1)(z +1).

2) Signe de f'(z) et variations.

— fl(x)>0siz< —1louxz>1,

— flz)<0si —1<ax<],

— Pl = () =0
Donc f est :

— croissante sur (—oo, —1],

— décroissante sur [—1, 1],

— croissante sur [1, +00).

Valeurs aux points particuliers :
f(-1)=-1+4341=3, f1)=1-34+1=-1

3) Solutions de f(x) =0 dans [0, 2].
On étudie le signe de f :

fO)=1>0, f(1)=-1<0, f(2)=8—6+1=3>0.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires :
— Comme f(0) > 0 et f(1) <0, il existe une solution « € (0, 1).
— Comme f(1) < 0et f(2) > 0, il existe une autre solution 8 € (1,2).

Remarque : 1'énoncé parlant d’«une unique solution dans [0, 2]» n’est pas exact : en réalité, il y a deux solutions
dans cet intervalle, une dans (0, 1) et une dans (1,2). On note « la solution dans [0, 1].

4) Encadrement de o d’amplitude 10~ 1.

On cherche un encadrement dans [0, 1]. On calcule :

£(0,3) =0,3 —3-0,34+1=0,027— 0,9+ 1 = 0,127 > 0,

f(0,4)=04%—-3-04+1=0,064—-12+1=-0,136 < 0.

Donc « € (0,3,0,4). On a ainsi un encadrement de longueur 0,1 :

0,3 < a < 04.

5) Dérivée seconde et point d’inflexion.

f"(z) = (3z* — 3) = 6.
On a:
f(z) <0siz <0, 7"(0) =0, " (z) > 0siz>0.

La concavité change de signe en = = 0, donc la courbe admet un point d’inflexion & ’abscisse 0. On a f(0) = 1,
donc le point d’inflexion est
1(0,1).



Exercice 7

Correction.
On considere
flz)y=a%e", x>0

1) Continuité, dérivabilité et dérivée.
22 est un polyndme, e~® est dérivable sur R, donc leur produit est dérivable (et donc continu) sur [0, +o0].
En dérivant :

f(x)= (@) e ™ +22(e™) =2z + 22(—e %) = e % (22 — z?).

2) Mise sous forme factorisée.
Pour tout z > 0,

d’ou
flx)=e"z(2 - ).
3) Signe de f’'(z) et variations.
Sur [0, +o0[, e7® > 0. Le signe de f'(x) est donc celui de (2 — ).
— Si0<z<2alorsz>0et2—x>0: f'(x)>0.
— Siz>2alorsz>0et2—2z<0: f'(z) <O0.
— ['(0)=0, f'(2) =0.
Ainsi, f est
— croissante sur [0, 2],

— décroissante sur [2, +o0].

f0)=0,  f(2)=4e
4) Extremums.

— En z =0, f passe de «non définie & gauchey» & croissante avec f(0) = 0 : c’est un minimum global sur
[0, +o00].
— En x = 2, f passe de croissante & décroissante : ¢’est un maximum global sur [0, +-00[, de valeur 4e~2.

5) Dérivée seconde, convexité et points d’inflexion.
On dérive encore :

ffx)y=(e"22—2)) = z2—2) + (") x(2—12) =€ "(2—22) — e "z(2 — ).

Apres simplification, on obtient :
f(x) = e " (2? — da + 2).

Comme e~* > 0, le signe de f”(x) est celui du trindéme
x? — 4z 4 2.
Son discriminant vaut A = 16 — 8 = 8 > 0 et ses racines sont
T12 =2+ \/5
Donc :

— f"(x)>0pour z <2—+v2ouz>2++2,

— f(x) <0pour2—v2<x<2++2.

En tenant compte de z > 0 :
— f est convexe sur [0, 2 — /2] et sur ]2 + /2, +o0],
— f est concave sur |2 — /2, 2 ++/2[.



Comme le signe de f” change en 1 =2 — /2 et en x5 = 2 + /2, il y a deux points d’inflexion :
L(2-V2, (2-V2)?2e VD), L2+ V2, 2+ V2)2e V2,

Exercice 8

Correction.
1) Continuité et dérivabilité de

f(x){x2_1 six <0,

r—1 six>0.

Pour z < 0, f(z) = 2% — 1 : polynéme, donc continue et dérivable. Pour z > 0, f(x) = x — 1 : polynoéme, donc
continue et dérivable.

Le point délicat est z = 0.

Continuité en 0.

li = li 2_1)=-1, li = li —1)=-1,
J f)= Jim (=D =1l ) = i )
et f(0) =0— 1= —1. Les trois coincident, donc f est continue en 0.

Dérivabilité en 0. Pour x < 0, f'(z) = 2z donc f'(07) = 0. Pour > 0, f’(z) = 1 donc f/(07) = 1. Les dérivées
a gauche et a droite sont différentes : f n’est pas dérivable en 0.
Conclusion : f est continue sur R, dérivable sur R\ {0}, mais pas dérivable en 0.

2) Continuité de

2
fay={ s-2 W
3 six =
Pour x # 2, on factorise :
-2 1
??—r—-2=(-2)(z+1) = f(x)zu(a;_) =x+1
T —
Donc f(z) = = + 1 pour = # 2, fonction polynomiale continue sur R \ {2}.

En x =2,
rll_)rr;f(x):il_%(x—i—l):?), f(2)=3.

La limite en 2 est égale a la valeur de la fonction : f est continue en 2.
Conclusion : f est continue sur R.

3) Choix de a pour la continuité en 0.

On considere
Vi+z-—1
fz) = x

a six=0.

six € [-1,0[ U ]0,4o0],

La fonction sera continue en 0 si
. Vit zxz—1
lim —— =a
x—0 X
On rationalise :

vitz—-1 v14+2z-1 yl+2z+1  1+z-1 T _ 1
x N z Vitz+1 z(Vi+z+1) 2(/T+z+1) VI+z+1

. Vi4z-—1 ) 1 1 1
lim ——— =1 =

pry 1m pry = .
z—0 T =0 /1 4+2+1 V1+0+1 2

Donc

I1 faut donc choisir

a =

1
2

pour que la fonction soit continue en 0.

Exercice 9

Correction.
Partie A



1. La fonction p est un polynoéme, donc continue et dérivable sur [—3;4].

p(z) = 2® — 32% + 52 + 1, p'(z) = 32% — 62 + 5.
On étudie le signe de p'(z). Cest un trindéme de discriminant
A= (—6)2-4-3-5=36-60=—24<0,

et le coefficient directeur est positif (3 > 0).

Donc p’(z) > 0 pour tout € R et, en particulier, sur [—3;4]. La fonction p est donc strictement
croissante sur [—3;4].

2. On calcule les valeurs aux bornes :
p(=3) = (=3)® —3(=3)2 +5(-3) +1=—27— 27— 15+ 1 = —68,
p(4) =43 —3.42 454+ 1=64—48+20+ 1 = 37.

Comme p est continue et strictement croissante sur [—3; 4], elle réalise une bijection de [—3; 4] sur [—68; 37].
Or 0 € [—68; 37).

Par le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation p(z) = 0 admet donc une unique
solution « dans [—3;4].

3. On cherche « au dixieme pres. Par exemple, a la calculatrice, on trouve
a~ —0,2.
On peut justifier rapidement : p(—0,3) = —1,5 < 0 et p(—0,1) ~ 0,5 > 0, donc « € (—0,3; —0,1), ce qui
est cohérent avec a =~ —0,2.

4. Comme p est strictement croissante, elle est négative avant la racine et positive apres. Avec a ~ —0,2, on
obtient le tableau de signes :

Donc p(x) < 0 sur [—3; [ et p(x) > 0 sur Jo;4].

Partie B

1. (a) La fonction f est quotient de fonctions dérivables avec dénominateur jamais nul sur [—3;4] (1 + 22 >
0), donc elle est dérivable.

@) =

En utilisant la formule du quotient :

b e(l+a?)—e" 20 e"(1+2?—2x) (2?22 +1) e%(z—1)>2
L (R (W) R ()

(b) Pour une tangente horizontale il faut f’(xz¢) = 0.
Le dénominateur (1 + z2)? est toujours > 0 et e® > 0, donc

fl@)=0 < (2-1°=0 < z=1.

On a alors L
e e
1) = = —.
ue 1+12 2
Donc C¢ admet au point d’abscisse 1 une tangente horizontale d’équation
e
Y= 2

2. (a) D’apres le graphique, on observe que le profil :

— est convexe sur une premiére partie (& gauche),

— puis concave sur une zone intermédiaire,

10



— puis de nouveau convexe sur la partie droite.

La courbe semble donc avoir deux changements de convexité, donc deux points d’inflexion
environ aux abscisses ¢ =~ 0 et x ~ 1. Le toboggan semble donc assurer de bonnes sensations.

On admet que, pour tout x € [—3;4],

p(x)(z —1)e

f(x) = (1423

ou p est la fonction de la partie A.

Pour les signes, on remarque :
(1+22)*>0 et e" >0 pour tout .

Le signe de f”(x) est donc celui de p(z)(x — 1).
D’apres la partie A, p(z) < 0 sur [-3;af, p(a) =0 et p(x) > 0 sur ]a;4], avec o = —0,2.
On construit alors le tableau de signe détaillé :

On peut résumer le tableau de signe de f” seul ainsi :

On en déduit :

— Pour -3 <z <a, f"(x) >0: f est convexe.
— Pour a <z <1, f’(x) <0: f est concave.
— Pour 1 < x <4, f’(x) >0 : f est & nouveau convexe.

Il y a donc un changement de convexité en x = « (de convexe a concave) puis en = 1 (de concave
a convexe).

Ainsi, C; admet deux points d’inflexion, d’abscisses « et 1. Le toboggan posseéde donc bien au
moins deux points d’inflexion : il assure de bonnes sensations.
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