Suites numériques 1re Spécialité

A — Suites définies explicitement

Exercice 1 — Suite explicite : calculs et recherche dun rang Facile

On considére (u,) définie pour tout n € N par
Up = n? — 5n + 4.

. Calculer ug, u1, ug, u10.
. Calculer u,1 en fonction de n.

. Déterminer les entiers naturels n tels que u,, = 40.

O, N

. Le nombre 41 est-il un terme de la suite 7 Justifier.

Exercice 2 — Manipuler les indices dune suite explicite Facile

On définit u,, = 2n? — 3n + 1 pour tout n € N.
1. Exprimer u,+1 en fonction de n.

2. Pour n > 1, exprimer u,_1 en fonction de n.
3. Exprimer u,1o puis us, en fonction de n.

4. Simplifier up41 — uy.
5

. Calculer ug,, — 4u,,.

Exercice 3 — Motif géométrique : pommiers et coniféres Facile

Dans la figure de rang n, les pommiers forment un carré de n X n points et une rangée de coniféres entoure ce
carré.

n=3
n = X X X X X
n=1 X X X X X o o o X
X X e e X X o o o X
° X e e X X e ° e X
X X X X X X X X X X

Compléter le tableau des nombres de pommiers et de coniféeres pour n = 1,2, 3, 4.
Montrer que le nombre de pommiers est P, = n2.
Montrer que le nombre de coniferes est C,, = 4n + 4.

Existe-t-il un entier naturel non nul n tel que P, = C,, 7 Justifier.

ANl e

A partir de quel rang a-t-on P, > C), ?

B — Suites définies par récurrence

Exercice 4 — Suite définie par récurrence et algorithme Facile

On définit (u,) par
ug = —2, Upt1 =Up +3n—1 (n>0).

1. Calculer uy,us, us, ug.

2. Compléter lalgorithme suivant pour calculer uy pour un entier N > 1.



u=-2

for n in range(0, N):
U= oo

print (u)

1. Exécuter mentalement lalgorithme pour N = 5.

2. Expliquer pourquoi cette définition est une définition par récurrence.

Exercice 5 — Retrouver une récurrence a partir dun tableur

Facile

Un tableur donne ug = 2, u; = 6, us = 17. La formule saisie pour produire la ligne suivante est de la forme :

1 deux fois le terme précédent, plus trois fois le rang précédent, plus 2 z.
1. Donner ug, w1, ts.

2. Exprimer u,y; en fonction de u, et de n.

3. Calculer ug puis uy.

4. Ecrire la formule de tableur correspondante 4 la ligne suivante.

5

. La suite est-elle arithmétique ? Justifier.

Exercice 6 — Récurrence dordre 2 : calculer avec deux mémoires

Moyen

On définit (u,) par
up = —2, ug = 1, Upta = 2Upt1 — Uy, (> 1).
1. Calculer ug, uyq, us, ug.
2. Expliquer pourquoi une seule variable ne suffit pas, en général, pour calculer le terme suivant.

3. Compléter lalgorithme suivant afin de calculer uy pour N > 2.

a = -2 # ul
=1 # u2
for n in range(1, N-1):
C =
a

o
I

print(b)

1. Utiliser lalgorithme pour calculer uyq.

C — Etudier les variations

Exercice 7 — Variations : conjecture graphique puis preuve

Moyen

On considére u,, = n? — 6n + 5 pour n € N. Le graphique des premiers termes est donné ci-dessous.



Up

12

-4 “-g-

A partir du graphique, conjecturer le sens de variation et le rang du minimum.
Calculer u,+1 — Uy
Etudier le signe de cette différence pour n € N.

En déduire les variations exactes de la suite.

AR

Déterminer la valeur minimale.

Exercice 8 — Variations, encadrement et seuil dune suite rationnelle Moyen

Pour tout n € N, on pose

2n+1
Uy = .
" n 4+ 2
1. Calculer ug, u1, uq.
2. Calculer et simplifier w,11 — Uy,
3. En déduire le sens de variation de (up).
4. Montrer que u,, < 2 pour tout n.
5. Déterminer le plus petit entier n tel que u,, > 1,5.
Exercice 9 — Variations par quotient de deux termes consécutifs Moyen
Pour n € N, on définit
n+1

Up = TR

1. Montrer que w, > 0 pour tout n.
U
2. Calculer 1,
Un,
3. Comparer ce quotient a 1.
4. En déduire le sens de variation.
5. Calculer ug, u1, us, us et vérifier la conclusion.
Exercice 10 — Variations dune suite définie par récurrence Moyen
On définit (u,) par
ug = 2, Up41 = Up + n? —5n + 4.

Calculer uq, ug, us, ug, us, Ug.
Exprimer u,4+1 — u, et factoriser.
Etudier le signe de cette différence sur N.

Décrire précisément les phases de croissance, de constance et de décroissance.

ANl

Déterminer la plus petite valeur prise par la suite parmi les termes calculés et justifier quelle est minimale.




D — Suites arithmétiques

Exercice 11 — Suite arithmétique : bilan multi-données Difficile

Dans chaque situation, (u,) est une suite arithmétique.

3 5
1. Siug = 2 et r = 7 calculer ug et usg.
2. Siug =11 et uyz3 = —16, déterminer r puis ug.
3. Siug=—4et S5 = Z}:’:O up = 296, déterminer 7.

4. Siuyp =5 et ugg = 41, déterminer ug puis Ssg.

Exercice 12 — Suite arithmétique : appartenance dun nombre et somme Difficile

Une suite arithmétique (Un)nz1 vérifie uq = B et a pour raison r = >

. Exprimer u,, en fonction de n.

. Calculer uyg.

1
2
3. Déterminer le rang du terme égal a 100, sil existe.
4. Le nombre 101 est-il un terme de la suite ?

5

. Calculer u; + ug + - - - + uap.

Exercice 13 — Trois termes arithmétiques : somme et produit Difficile

Une suite arithmétique (u,,) a une raison négative. La somme de ses trois premiers termes wug, ug, us vaut 60 et
leur produit vaut 7280.

. Ecrire ug et us en fonction de uq et de la raison 7.

. Déterminer u;.

1

2

3. Montrer que 2 = 36.

4. Déterminer r puis les trois premiers termes.
5

. Exprimer u,, et calculer wuog.

Exercice 14 — Trois termes arithmétiques : somme et somme des carrés Difficile

Une suite arithmétique a une raison strictement positive. La somme de trois termes consécutifs vaut 42 et la
somme de leurs carrés vaut 660.

1. Noter les trois termes m — r, m, m + r et déterminer m.
2. Montrer que la somme des carrés vaut 3m? + 2r2.

3. En déduire r.

4. Donner les trois termes.

5

. Construire une suite arithmétique (u,) ayant ces trois termes comme uy, us, ug et déterminer ug.

Exercice 15 — Rangées dun amphithéitre : somme arithmétique Difficile

Dans un amphithéatre, la premiére rangée contient 18 places et chaque rangée suivante en contient 3 de plus que
la précédente. On note u,, le nombre de places de la n-iéme rangée, avec n > 1.

. Justifier que (u,,) est arithmétique et donner sa raison.

. Exprimer u,,.

1

2

3. Calculer le nombre de places de la 25-ieme rangée.

4. Exprimer le nombre total S;, de places des n premieres rangées.
5

. Lamphithéatre possede exactement 648 places. Déterminer le nombre de rangées.




E — Suites géométriques

Exercice 16 — Suite géométrique : bilan multi-données

Difficile

Dans chaque situation, (u,) est une suite géométrique.

1
1. Siug=12et ¢ = 3 calculer us et S5 = 22:0 Uk

[\

. Si tous les termes sont positifs, ug = 3 et ug = 27, déterminer g puis us.

w

. Siug = —2 et uy = 6, déterminer ¢, uy et Sy.

=~

. Dans le deuxieme cas, déterminer le plus petit entier n tel que w,, > 10000.

Exercice 17 — Evolution en pourcentage : prix, somme et seuil

Difficile

Un abonnement cotite 250 € lannée de référence. Son prix augmente de 4% chaque année. On note p,, le prix

aprés n augmentations.

1. Ecrire Pn+1 en fonction de p,,.

2. Donner la nature de (p,) et exprimer p,,.

3. Calculer pg au centime pres.

4. Calculer pg + p1 + - - - + p5 au centime pres.
5

. Déterminer par essais le premier rang n tel que p, > 350.

Exercice 18 — Démonstration de la formule de somme géométrique Difficile
Soit ¢ # 1 et
Sp=14+q+¢+ - +q"
1. Ecrire ¢S,,.
2. Soustraire ¢S, a S, et simplifier.
3. Démontrer ainsi
1— q7L+1
Sp=—
I—gq
: X 1

4. Appliquer la formule a g = 3 et n=29.
5. En dédui 2—1—1—1—1—1— —I-1

. En déduire — 4 —

2 256
Exercice 19 — Raison négative : parité et non-monotonie Difficile
On consideére la suite géométrique (u,,) définie par
1
ug = 16, q = —5

1. Calculer uy, us, us, g, us.
2. Montrer que (u,) nest pas monotone.
3. Exprimer ug, et uony1-
4. Etudier séparément le sens de variation des sous-suites (u2n) et (ugpt1)-
5. Calculer ug +uy + - -+ + ur.
Exercice 20 — Transformer une suite arithmétique par une exponentielle Difficile

Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r. On définit v, = 3%.
1. Exprimer u,; en fonction de u,, et r.

2. Montrer que (v,,) est géométrique et préciser sa raison.



3. On prend désormais ug = 1 et r = 2. Exprimer u,, puis v,,.
4. Calculer vg + vy + - -+ + vs.

5. Expliquer comment le signe de r influence le sens de variation de (vy,).

F — Sommes, seuils et probléemes inverses

Exercice 21 — Probléeme inverse sur une suite arithmétique

Trés difficile

Une suite arithmétique (u,,) vérifie ug = —5. On sait quil existe un entier p > 1 tel que
p—1
up =43 et Y wup =204
k=0

Montrer que pr = 48, ou r est la raison.
Exprimer u,_1 en fonction de p et r.
Exprimer la somme donnée en fonction de p et r.

Eliminer r et déterminer p.

AN

En déduire r puis u,,. Vérifier les deux données.

Exercice 22 — Probléeme inverse sur une suite géométrique et seuil

Treés difficile

3
Une suite géométrique (u,,) a pour premier terme ug = 1 et une raison entiére relative ¢ non nulle. On sait quil
existe p > 1 tel que
P
189
up, = —24 et S:E up = ———.
' ’ k=0 ' 4

Montrer que ¢P = 32.
Lister les couples entiers (g, p) possibles & partir de cette seule égalité.
Utiliser la somme S}, pour déterminer g et p.

Exprimer u,,.

A

Déterminer le premier rang n tel que |u,| > 1000.

G — Suites auxiliaires et transformations

Exercice 23 — Suite affine : trouver soi-méme la bonne suite auxiliaire

Trés difficile

On consideére (u,,) définie par
ug = 2, Up+1 = 0,6u, + 4.

Calculer uq, uo, us.

Soit a un réel et v, = u, + a. Déterminer a pour que (v,) soit géométrique.
Donner alors le premier terme et la raison de (vy,).

Exprimer v,, puis u,.

Etudier le sens de variation de (u,).

A A

Exprimer S,, = Y, _, i en fonction de n.

Exercice 24 — Récurrence rationnelle : linverse devient arithmétique

Trés difficile

On définit (u,) par
Un

ug = 4, Un+1 = m
n



1. Calculer uq, us, us.

2. Démontrer par récurrence que u, > 0 pour tout n.

1
3. On pose v, = —. Montrer que (v,,) est arithmétique.
n

4. Exprimer v, puis u,, en fonction de n.
5. Etudier le sens de variation de (uy,).

6. Déterminer le premier rang tel que u,, < 0,05.

Exercice 25 — Récurrence homographique : transformation géométrique

Trés difficile

On définit (u,,) par
4(un, + 1)
-1 =T
Uo ) Un+1 wy + 4

1. Calculer exactement ui, ug, us.

2. On pose v, = fn . Montrer que v,+1 = -vy,.
Up + 2 3

Exprimer v,, en fonction de n.
Exprimer u,, en fonction de v,, puis obtenir une formule explicite de u,,.

Montrer que 1 < u,, < 2 pour tout n.

S ok w

En déduire le sens de variation de (uy).

Exercice 26 — Deux suites couplées : différence géométrique et invariant

Treés difficile

On définit, pour n > 1, deux suites par

up =15, v =4, Upt1 = 3 Upt1 = 1

. Calculer us et vs.

. Poser w,, = v, — u,,. Montrer que (w,,) est géométrique et exprimer w,,.
. Montrer que la suite x,, = 3u,, + 8v,, est constante.

. En déduire les expressions explicites de u,, et v,.

. Comparer u,, et v, pour tout n.

S U R W N =

. Vers quelle valeur commune les deux suites semblent-elles se rapprocher ?

Uy + 20, Up + U,

H — Algorithmique, conjecture et récurrence

Exercice 27 — Algorithme, conjecture puis démonstration par récurrence

Tres difficile

On définit (u,) par
ug = 2, Up41 = Up +4n + 3.

1. Calculer uy,uso, us, us et conjecturer une formule de u,,.

2. Compléter la fonction Python suivante pour calculer u .

def terme(N):

u=2
for n in range(N):

W= i
return u

1. Démontrer par récurrence que
up = 2n% +n+ 2.

2. En déduire le sens de variation de (uy,).



3.

Calculer S5 = ug + u1 + - - - + us.

Exercice 28 — Récurrence dordre 2 et deux suites auxiliaires Trés difficile

On définit (u,) par

1
Ug = 0, Uy = 1, Up42 = Up4+1 — Zun

. Calculer usg, us, uq, us et vérifier que (u,,) nest ni arithmétique ni géométrique.

1 1
. Poser v,, = uy1+1 — —u,. Montrer que v,,11 = —v, puis exprimer v,.
+ 5 +

2

Uy .
Poser w, = —. Montrer que wy,+1 = w, + 2 et exprimer wy,.
Un,

En déduire

(n>1).

. Montrer que S, = Y ,_, u vérifie

I — Problémes complets de synthese

Exercice 29 — Modélisation compléte : inscriptions a un service Tres difficile

Un service accueille 140 éleves la premiére année. Chaque année, 82% des éléves inscrits renouvellent leur
inscription et 35 nouveaux éléves arrivent. On note u,, leffectif aprés n années, avec ug = 140. La capacité
maximale est de 180 éleves.

1.
2.

SR

Calculer uq, us, us.
Justifier la relation
Unt1 = 0,82u,, + 35.
Déterminer le point fixe ¢ de cette relation.
Poser v,, = u,, — £ et exprimer u,, en fonction de n.
Moutrer que (u,,) est croissante tant que u,, < ¢.

Ecrire un algorithme qui renvoie le premier rang ot la capacité 180 est dépassée, puis déterminer ce rang.

Exercice 30 — Syntheése : échanges entre deux bassins Tres difficile

Deux bassins contiennent au total 2400 mg deau. Initialement, le bassin A contient 900 ms et le bassin B 1500 ms.
Chaque jour, 12% de leau de B est transférée vers A et 8% de leau de A est transférée vers B. On note A,, et B,
les volumes apres n jours.

1.
2.

N o e W

Justifier A,, + B,, = 2400 pour tout n.

Montrer que
An+1 = 0,84, + 288.

Calculer Ay, Ao, As.

Poser V,, = A,, — 1440. Montrer que (V,,) est géométrique et exprimer A,, puis B,.
Etudier le sens de variation de (A,) et de (B,).

Déterminer par tableau ou algorithme le premier rang n tel que A,, > 1400.

Interpréter la valeur 1440 dans le contexte.




